Calcul I, Lecon 7 - Dérivées supplémentaires

Cette lecon continue avec les régles relatives a la différenciation des produits et
quotients.

Nous allons d’abord déterminer-L [f (z) g (z)] , ou (f (z) g (x))/ lorsque les

fonctions f () et g (x) sont deux fonctions dérivables (c’est-a-dire f (z) et g (2)
existent).

Ainsi, pour trouver-L [f (z) g (x)], nous commencons par revenir & la définition
de la dérivée, ainsi - [f (z) g (z)] = lim f(w+h)g(w+hh)_f(w)g(w).
x h—0

Nous pouvons certainement soustraire et ajouter x f (z + h) g (x) dans le

numerajen (z+h)g(z+h)=f(z+h)g(x)+f(z+h)g(x)=f(x)g(x)

Ai s d — 1 f(z+h)g(x+h)—f(z+h)g(x)+f(xz+h)g(z)—f(z)g(x
insi, g [f () g ()] = lim h

:I%[f(mh)www(x)w]_

Maintenant, rappelez le Théoréme de la Limite dans la legon 3.
Selon la propriété de limites, si lim f (x) existe avec
r—ra
lim f (z) = L et lim g (z) existe aveclim g (z) = M, puis
T—a T—a T—a

(i) lim [f () + g (x)] = L+ M et limn [f () —g ()] = L~ M.

Depuis la limite d’'une somme est la somme des limites, puis
; (z+h)—g(x) flath)—f(z) | _
lim [f(erh)ijg(m) %} —

; g(z+h)—g(x) ; fz+h)—f(2)
f (o4 ) 222 i [g (o) H

Pour en revenir & la lecon 3 et le Théoréme de la Limite,
si lim f (x) existe avec lim f (x) = L et lim g () existe aveclim g (x) = M, puis
r—a r—a r—a T—a

(i) lim f (x) - g (x) = LM

Depuis la limite d’un produit est le produit des limites distinctes, puis
: 9(w+h)*9(z)] _ 1 s glzt+h)—g(@)
fm [ -+ 1) 2] = i ) g 2,

li { f(r+h)ff(m)} — 1 lim L@+t =f(z)
hs0 9(x) h ho? (z) B0 h

Depuis f et g sont des fonctions différentiable, puis par définition,
lim fEth)—f(z) _ df () glath)—g(x) _ dg(z)
h—0 h dz h dr -~

, et lim
h—0

Depuis que nous avons dit que f est diffentiable & z, alors f est aussi continue
a z, et donc }llin%)f (x+h) = f(2).
—

Aussi, %in%g (x) = g (z) puisque g (z) ne dépend pas de h.
—

Ainsi, tous ensemble, par substitution,
4 f(2)g ()] = f(z) 2L 4 g () L&)



Exemple 1. (application de la régle du produit pour les produits dérivées)
Calculez f' (x) si f (x) = (5% 4+ 722 + 1) (2z + = + 1).

Bien qu’il soit possible de multiplier les deux polynoémes et de calculer la
dérivée, au lieu, nous appliquerons la régle du produit. Ainsi

L [(52% +72% +1) (22 + 2 +1)]

flj2 T fljs flj2
= (50 + Ta? 4 1) L2 (92 4 g yq) BT

= (523 + 722 + 1) (4o + 1) + (222 + x + 1) (152 + 14z).

Nous pouvons utiliser une preuve similaire pour déterminer la dérivée de

quotients, - B E;ﬂ = (f; ég) lorsque les fonctions f () et g (x) peuvent étre
différenciés et g (z) # 0 (parce que la division par 0 n’est pas défini).

cimition. 4 [L@)] _ jiy S0 50
Par définition, - {g(x)] = }lllirbﬁ
Nous avons d’abord simplifier et combiner les fractions dans le numérateur:
4 [2] = tim S 58 _ iy 1 (e — 1)
dz | g(@) | — p0 h ~ hool \glzth) o g(@)
— lim L (f(m+h)g(ar)*f(r)g(x+h))
Pt g(@+h)g(@) .

Ensuite, nous soustraire et ajouter f (x)g (z) dans le numérateur:

2 [£2] =t § (L)l ot 1o
dz | g(x) h0 g(z+h)g(x) '

1 dans le numérateur:

Ensuite, nous tenir compte de ce et de multiplier par 5

£ [1] = iy (AL (et
dx | g(x) ) g(z+h)g(x) ’

Maintenant, rappelez lecon 3 .
Le Théoréme de la Limite fera le calcul des limites simples. Par
le Théoréme de la Limite: Si lim f (z) existe avec lim f (z) = L et limg ()
T—a T—a T—a
existe aveclim g (z) = M, puis
r—a

(i) lim [f () + g ()] = L+ M et lim [f () —g(a)] = L~ M
(i2) limc- f (x) = ¢- L ou c est une constante

r—a
(iii) lim f (z) - g (z) = LM

r—a
(iv) il{g 553 = L 4 condition que M # 0.
Puis en raison de la limite de sommes est la somme des limites, la limite de
produits est le produit des limites, et la limite des quotients est le quotient
de limites, puis
d |:f(w):| ~ lim <g(g:)(f(w+h})bf(w) )_f(w)(y(erhg’*y(w))

dz | g(z) hos0 g(z+h)g(x)
; : flzth)—f@)\_ : g(zth)—g(z)
}lbgnog(gg);lllglo( h ) ;lllglof(w);lfino( h )
1i h) i
A g(@+h) lim g(2)

Mais nous savons que puisque g est différentiable & x, g est aussi continue & =z,
et donc }llin%g (x +h) =g (z).
—



Aussi, limg () = g (z) puisque g (z) ne dépend pas de h, et lim f (z) = f (z)
h—0 h—0

puiisque f (2) ne dépend pas de h.
im (LR —f@)y lim (M)
insi 4 M — g(x)l”luao( h ) f(x)hao "
Ainsi |:g(l’):| = )

dz

Enfin, puisque f et g sont des fonctions différentiables, alors

lim L@ =1 @) di@) o
0 hl; (@) dd<w>’
H glz+h)—g(x) __ dg(z
}ngb h = Tdz
od [f@)] g EE () dg)
Ainsi, 77 L;(z)] =—Ger

Exemple 2. (application degla régle du quotient pour les dérivées)
Calculez f (z) si f (x) = L.
Ainsi application de la régle du quotient nous donne
R d[z3+l] R d[a:2—7]
d [a311] _ (-7 (=)
de |x2-7| (x2-7)2
_ (12*7)(3I2)*(r3+1)(297) _ 3z*—212%—22* 22
o (a2-7)% (22-7)*
_ z*—212%—2z
(22-7)*

Exercices
Utilisez les régles ci-dessus & trouver la dérivée pour chaque fonction de
z ou t.

(z) = (2° + 3z) (2% + 2)

(z) = (T +3271) (23 +1)

(t) = i=
) = ser

= W N =
Q -

Souvent, les solutions aux problémes scientifiques impliquent des équations
différentielles, ce qui signifie équations contenant des dérivées. En cas de
problémes 5 et 6, s’il vous plait vérifier que ’équation de y est une solution
a I’équation différentielle donnée en substituant la fonction y dans I’équation
différentielle et en montrant que ’équation est satisfaite.

9. y:xQetxy'—Qy:O
6. y=kx ' +3z et y+ay =6z ouk est une constante



